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APPENDICE
Cenni sul fibrato tangente ad una varietà topologica e SUl microfibrati (~)
Come è noto (f91), dal punto di vista intuitivo, una varietà differen-
- .
ziabile può essere caratterizzata come una varietà topologica tale che per
ogni punto esista uno spazio tangente che varii con continuità al varlare
del punto. Il concetto di spazio tangente è strettamente legato a quello di
struttura differenziabile: infatti esso coinvolge la nozione di derivata,
operazlone che perde significato su una varietà dotata di una struttura to
pologica.
Nell'intento di dare per una varietà topologica un concetto analogo a
quello di fibrato tangente per le varietà differenziabili, Milnor nel 1962
((9"1, [101) ha i ntrodotto l a nozi one di "mi crofi brato" e qui ndi di "rli cro-
fibrato tangente" , che ha portato poi a quello di fibrato tangente ad
una varietà topologica.
La nOZlone di microfibrato è essenzialmente ottenuta da quella di fibr~
to tangente restringendo l'attenzione ad un intorno della O-sezione ed ab-
bandonando ogni condizione di "linearità" cosicchè si usano solo condizio-
ni topologiche; anzi la fibra su di un punto sarà un "germe" di uno spazio
topologico. Il termine "microfibrato" è dovuto ad A. Shapiro. L'uso dei ml
crofibrati ha trovato larga applicazione nei problemi di smussamento.
Premesse.-
(1.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce Rn-fibrato
su X una coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commutativo il
(~) [ INell'esposizione seguiremo l'articolo di R. Lashof 7 e la
laurea di C. Giammaruco, Il fibrato tangente ad una varietà





e verificanti inoltre le seguenti condizioni:
Vx € X
tale che
esiste un intorno aperto
k : U xlRn_...,..
U di x ed un omeomorfismo
1) '. U x lRnp o k = pr l (x ,y) o-> X
2) - lk o slu = x O : U '- U nxlR y ......... (y,O)
X si dirà spazlo base, E spazio totale, (k,U) funzione coordinata e
- 1p (x) fibra su x.
Si vede facilmente che ognl fibra di un jRn-fibrato ne omeomorfa ad lR .
(1.2) Una struttura di fibrato vettoriale su un jRn-fibrato è
una famiglia ((k ,U)l A di funzioni coordinate tali che
l). a' aE
l ) (U ì è un ricoprimento aperto di X;
a






è un isomorfismo lineare.
Due strutture di fibrato vettoriale su (s,p) sono chiamate equlva-
lenti se la riunione delle famiglie che le definiscono è ancora una strut
tura di fibrato vettoriale.
Un fibrato vettoriale n-dimensionale è un Rn-fibrato . .lnSleme con Urla
classe di equivalenza di strutture di fibrato vettoriale. Allora ogni fi-
- lbra p (x) ha una ben determinata struttura di ~pazio vettoriale su R
di dimensione n.




:1' + -1p (x) y .. k(x,y)
e,pos to
el + e, = k (Yl + Y2) ), el - kx( ),Y l ) .( x
(l .3) Se Xl s1 - P, ~ Xl X - s? P2 . X2-7'L e - ~ sono, 2 E2•
due IRn-fibrati, una coppla di applicazioni continue
f Xl + X2, è chiamata un'applicazione IRn-fibrata se
(1) p2<p = fPl
(2) s2f = $Sl
(<p,f), ~: [, -
,
(3) e un omeomorfismo Vx, E X,.
, I
Inoltre se (sl,Pl)
cazione fibrata è chiamata
e (s2,P2) sono fibrati vettoriali, un'appli-
lineare se è lineare sulle fibre. Un'applica-
zione fibrata (lineare) è chiamata un'equivalenza fibrata (vettoriale) se
f = id
x
In tal caso risulta un omeomorfismo.
Se p01 $ , ristretta alle fibre, è un isomorfismo di spazl vetto-
riali Vx € X, si dirà che ($,id) e un isomorfismo di fibrati vettori a-
li e scriveremo
2. Il fibrato tangente ad una varietà.
(2.1) Sia M una varietà differenziabile di dimensione n. Ricordia-
mo che ad ogni punto x € M è associato lo spazlo tangente Tx(M), sp~
Z10 vettoriale di dimensione n, e che l'insieme
TM - {( x, v ) I x € M, V € T (M)}
x x x
puo essere dotato di struttura topologica anzi differenziabile.
A11 ora
(JM---+, TM T • M
risulta un ffin-fibrato vettoriale differenziabile dove
o : x~ (x,O )
x
1T : (x,vxl.---. x
(2.2) Vogliamo ora illustrare le motivazioni che sono alla base
del concetto di fibrato tangente ad una varietà topologica.
Come è noto, se M è una varietà riemanniana (anzi una qualsiasi va-
rietà differenziabile paracompatta), tramite l'applicazione esponenziale
è possibile definire l'applicazione
<l>:N-.MxM
(x,v ),-..(x,exp v )
x x x
dove N e un intorno della Q-sezione (J del fibrato tangente TM.
Ebbene $ risulta un'immersione di N su un intorno della diagonale
ò (Ml c Mx M. Tenendo poi conto che e possibile trovare una funzione
differenziabile
tale che e(x) > O e
(v € T (M)
x x
Il v Il < e(x)} c Nx - x Vx € M,
Sl può definire l'applicazione





che risulta anch'essa un'immersione. Allora
0/ = $ or: T(M) ... Mx M




prl . 0/ = n ; TM ... M
0/ • o(x) = (x,x) € ò(M)
Si può dimostrare il notevole teorema
(2.3) TEOREMA. -




0/ : E ... Mx M un'~eAh~ne C ou un ~~no
"-(o,p) = (a,n)
Si costruisce dapprima il seguente ~n-fibrato
s' p'
M G ----->. M
dove G - U · T ExeM\ v e s(x) I v e tangente a
- lP (x)}
s' : x l-----'>- O
Y
p':v..--.x
Si fa vedere pOl che
y-s(x)eE
veT E , Y - s (x) .y
(s',p')
da CUl la conclusione.
'"- (s,p) e (s' ,p') ~ (o,n)
(2.4) Quanto detto chiarisce la seguente definizione.
Sia M una varietà topologica di dimensione n. Un Rn-fibrato





E su un intorno della diagonale e che soddisfi
0/ • s(x) = (x,x)
Si può far vedere (usando alcuni risultati di Kister [5 j) che oom
"
varietà topologica ammette un fibrato tangente unico a meno di equivalenze.
Si osservi che se una varietà topologica M ammette una struttura
differenziabile, allora il fibrato vettoriale tangente immerso tramite
l'applicazione ~ : TM ~ Mx M incontrato in (2.2), rappresenta
l'Rn-fibrato tangente di M, considerata come varietà topologica.
Questo ci dice che se M ammette una struttura differenziabile, allora
l'Rn-fibrato tangente ammette una struttura lineare.
3. Microfibrati.-
(3.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce microfi-
brato su Xuna coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commuta-
tivo il seguente diagramma
E




e verificanti inoltre le seguenti condizioni
Vx E X esiste un intorno aperto u di x ed un j ntornu
aperto V di s (x) con
s(u) c V p(V) c U
ed un omeomorfismo nk : U x JR -> V tale che
l )
2)
np • k = pr l : U x JR ~ U
k-l.s!U= xO: U-U xJRn
(u ,y) ~ LI
u ~ (u,O)
X si dirà lo spazlo base, E lo spazlO -ltotale l p (x) l a fi bra su x, s
l'iniezione e p la proiezione del microfibrato.
Infatti si
la fibra
vede facilmente che s è iniettiva , p
-lp (x) non è necessariamente omeomorfa a
è suriettiva e che
JRn ., ma contlene
un sottospazio topo10gico omeomorfo ad JRn. Da qui il termine "microfi-
brato" cioè "fibrato in piccolo".
l
(3.2) Si osservi che solo gli intorni di s(X) 1n E glocano un
sE'•
ruolo essenziale nella teorla.Per es. se E' è un intorno
di s(X) 1n E, allora si vede che il microfibrato X




(3.3) Sia s = (s,p) un fibrato vettoriale di dimensione n su X,
con E spazio totale, p: E + X la proiezione ed s : X - E la sezio
ne nulla. Allora (s,p) costituisce anche un microfibrato, chiamato
il mi crofi brato soggi acente a s, e sarà denotato con ìsi.
(3.4) Sia M una varietà topologica e
l'applicazione diagonale, allora il diagramma
x..-. (x,x)
M ò, Mx M , M
costituisce un microfibrato, chiamato il microfibrato tangente ad M
che indicheremo t M.
Si dimostra facilmente (tenendo conto di quanto detto nel paragrafo 2)
che vale
(3.S) TEOREMA. -
t • IO,n). AUoJtau m-lCJw6,(b·'l.a.t:o òugg.w.cen.te
m.i.CJl.O 6.i.bJta..totangen.te cii. ,\1.
(3.6) COROLLAR!O. -
Tale risultato si puo invertire. Vale infatti il seguente notevole
teorema dovuto a Milnor, Cairns, Hirsch :
(3.7) TEOREMA. -
1.1
(3.8) Concludiamo osservando che i concetti dl fibrato e di micrOTl
brato, pur essendo abbastanza distinti, sono strettamente legati dal se
guente teorema
(3.9) TEOREMA (Kister)
Se À è un eompR.u ~(' local1l1erLte 5ùt.i..:à' e dA.. dùneYL6-<-one (ùu_til, ,tl-
iOlta ad ogru. m-<.CJto,\.Lona..te- ~u X è aMoeja..t.o UI'W ~pavc ,\i.bJtate- . .",
ec- a meno dt uomvJt '\ i.~,".i. dA. m.LCJto 5.i.bJ,{'~t.i.
Cioé, dato il microfibrato di dimensione n
sx __o ••..:;. E p --, x
esiste un insieme aperto El' s(X) ~ El c E, tale che
é un fibrato con fibra ~n e gruppo strutturale '1 gruPP8
tutti gli omeomorfi5m i dl Rn che conservano l'origine.
